Doble Grado en Ing. Informatica y Matematicas

Analisis Matematico | — Soluciones examen 20/12/13

Ejercicio 1. Estudia si el campo escalar definido por:

X seny — y senx

, f(0,00=0
o [0

flx,y) =

es de clas€! enR2. CalculaD;, 1(0,0) y D,; £(0,0) e indica si es de clagg? enR?2.
Solucion.En virtud de la regla de la cadena, en todo pumntoy) # (0, 0) se tiene que:
(x? 4 y?)(seny — y cosx) — 2x(x seny — ysenx)

(x2 + y2)2
seny — y cosx 2x X seny — y senx

N e RS T

funcién que es continua é?\ {(0,0)}. Puesto que (0, y) = f(x,0) = 0 se tiene queD; 1(0,0) =
D, £(0,0) = 0.

Dif(x.y) =

Pongamog (x, y) = seny — ycosx Yy h(x, y) = xseny — y senx. Comoi(x, y) = —h(y, x)
tenemos que:

Dig(x,y) =ysenx, D,g(x,y) = C0OSy — COSx,

Dy1g(x,y) = ycosx, Dipg(x,y) =senx, Dig(x,y)=—seny
Dih(x,y) = —Dyh(y,x) =seny — ycosx, Djyih(x,y)=—Dyph(y,x)=ysenx
Dglh(x,y) = COSy — COsx, Dlllh(x,y) = —Dzzzh(y,x) = y COSx
Dy11h(x,y) = —Di22h(y, x) = senx

Deducimos que la funcidg y sus derivadas parciales de primer y segundo orden se amu{ano) y
la funciéni y sus derivadas parciales de primero, segundo y tercer sedanulan e0, 0) por lo que,
en virtud del teorema de Taylor-Young, se verifica que:

( seny — y cosx . xseny — y senx
lim —2— = |Iim —————— =
)=0,0 X2+ p? @)=>0,0)  (x2 + y2)3/2

, . | x| . . .
Como, ademas, se tiene < 1 concluimos que im  Dj f(x, = 0. Lo que
W que i = Dif(x.y) q

prueba queD; f es continua en tod&?.

Como f(x,y) = —f(y, x) se tiene queD, f(x, y) = —D1 f(y,x) de donde se sigue qu®, f
también es continua éR?. Por tantof es de clas&€! enR?2.

Tenemos que:

D, f(¢,0)— D, £(0,0) _Iim —D;1 f(0,1) _Iim t —serny _

t t—0 t t—0 t

D12 f(0,0) = D1(D2 f)(0,0) = z“—T)

1
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La igualdadD; f(x, y) = —D; f(y, x) implica queD(D; f)(x,y) = —D,(Dy f)(y,x) y deduci-
mos queD,; f(0,0) = D,(D; f)(0,0) = —%. Concluimos, por el teorema de Schwarz, guao es

de clase?? enR2. @)

Comentario. Hemos hecho en clase ejercicios muy parecidos. El métodiceegrriba creo que es el
méas comodo pero también podemos proceder de otras fornraeeRplo:

seny —ycosx  seny —y + y(1 —cosx) 1 ;seny —y ,1—cosx
2 2 = 2 2 = 2 2 3 +yx 2
xX“+y xX“+y X +y y X
Usando que:
seny — 1 1 — cosx 1
lim =2 Y 2 gim 222 1)
y—0 y3 6 x>0  x2 2

se sigue que existe> 0 tal que pard < |x| < §y 0 < |y| < § se verifica:

Iseny — ycosx| _ [y]* + |yllx|?
x2+ 2 < x2 4 p? =< yx2+y?

de donde se sigue que

seny — y Cosx
x9)—>0,0)  x2 + 2
. . seny — y senx
De forma parecida puede procederse para proba(r qlimn( | % = 0. Para ello basta
x,y)—(0,0 X y
sumar y restaxy en el numerador:

X seny — y senx 1 ;seny —y 3 X — Senx
= —+ yx
(xz +y2)3/2 (xz +y2)3/2 y3 X3
.. t—sent 1 . .
y volver a usar quelrlrg) 3 =3 para deducir que existe > 0 tal que pardd < |x| <8y
t—

0 < |y| < § se verifica:
_ 3 3
[xseny —ysen| _ [xllyP+ [Pl byl 1 [x2 4 p2
(x2 + y2)3/2 2y gy 2

de donde se sigue que

. X seny — y senx
m _ =
=00 (x2 + p2)3/2

Otra posible variante de lo anterior consiste en utilizaidaialdades:
1, 5 . | .
cost =1— Et +t79(t), lime(t) =0, sent =t + gt + 7Y (t), limy@)=0
t—0 t—0

gue no son sino otra forma equivalente de escribir las igukss {). Con ello tenemos:

seny —ycosy _ y+ 07+ 0) -y + 3337 —yxle(x) G+ v() + 335 + o))
x2+y2 x2+y2 x2+y2
(2)
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Sead > Otal que pard < |x| <y 0 < |y| < § se verifique qu¢% +v(y)|<ly |% + o(x)] < 1.
Expresando en polares la iguald&jitenemos, supuesto qle< p < §:

| ser(p cos®) — pcosi cogpsend)| _ 203

p? S

Y teniendo en cuenta la caracterizacion del limite en psjateducimos que
seny — y cosx

(x,)=>(0,00 x2+ p?

Anélogamente, tenemos:

xseny—ysenx  x(y =g’ + 1Y)~y — g + %Y ()
(x2 + y2)3/2 - (x2 + y2)3/2 -
xp3(—¢ + V() + yx3 (g — v (x)
(x2 + y2)3/2

Sead > 0 tal que parad < |t| < 6 se verifique quet—% + ¥ (t)| < 1. Expresando en polares la
igualdad anterior tenemaos, supuesto que p < §:

| pcosi? ser(p seni?) — psend ser(pcosd)| _ 2p%
P s P
Y teniendo en cuenta la caracterizacion del limite en psjateducimos que
. X seny — y senx
lim ———— =
@)=00)  (x2+ y2)3/2

En este ejercicio llama la atencion que algunos que, mas osneaben hacerlo no logran expresar de
una manera minimamente correcta lo que quieren hacer, y @aeno saben como hacerlo creen que
todo vale y lo hacen a mocosuena.

Ejercicio 2. Calcula un puntda, b, ¢) de coordenadas positivas perteneciente a la semiesfecade e

cion
z=4/1—x2—y2
en el cual el plano tangente determine con los ejes coordsnemtetraedro de volumen minimo.

Solucién. La semiesfera dada es la grafica del campo escélar, y) = /1 —x2 — p2. El plano
tangente en un punta, b, f(a, b)) viene dado por:
a b n a? + b?
. X — = y .
Sfla.b)  fla.b) f(a.b)

z— f(a,b) = ((D1f(a.b), D> f(a,b))|(x —a,y — b)) = —

Los puntos de corte con los ejes vienen dados por:

a* + b? 1
x:y:o — Z:7+f'(a,b)=—
f(a.b) f(a.b)
1
y:Z:O —— X = —
a
—i=0 = y=1
X =zZ= y—b
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1

Gabf@b) >°

El volumen del tetraedro determinado por el plano tangeetesvdado poV (a, b) =
trata de calcular el minimo absoluto de dicha funcion en iglreo

sz:{(a,b):0<a,0<b,a2+b2<1}.

Comoab f(a, b) > 0, elminimo deV (a, b) se alcanzara donde f'(a, b)) sea maximo, lo que sucedera
cuando(ab f(a,b))* = a*b*(1 — a® — b?) sea maximo. Nuestro problema, pues, consiste en calcular
el maximo absoluto en el abierfdde la funciéni(a, b) = a?b>(1 —a?—b?). Comok(a, b) = h(b, a)

se tiene quéD, hi(a, b) = Dih(b,a). Tenemos que:

Dih(a,b) = 2ab*(1 —a® —b?) —2a°b? = 2ab*(1 — 2a* — b?), Dsh(a,b) = 2ba*(1 —2b* —a?)
Calculamos los puntos criticos:

Dih(a,b) =0 . 1—2a%>—-b%2=0 . b? =1-24>

Dyh(a,b) =0 1-2b2-a’>=0 1-2(1-2a*)—a*=0
Facilmente obtenemos quey, bo) = (1/+/3,1/+/3) es elunicopunto critico deh enQ. Por tanto, el
méaximo absoluto debe alcanzarse en dicho punto. Calculkermatriz hessiana. Comb,/i(a, b) =

Dlh(b,a) se verifica queDzzh(a,b) = Dllh(b,a). En particularDzzh(aO,bo) = Dllh(a(),bo).
Tenemos que:

Di1h(a,b) = —8a*b* + p(a,b), Di2h(a,b) = —4ab® + q(a,b)

dondep(ag, by) = q(ag, by) = 0. Por tanto la matriz hesiana deen (ay, by) €s:

1(-8 —4
9\-4 -3

gue corresponde a una forma cuadratica definida negatigadmos dice que en el punt@y, bo) €l
campo escalah tiene un maximo relativo estricto y, como es el Unico punttcer, dicho méximo
relativo debe ser el méximo absoluto/den .

3
El volumen minimo pedido €B(ao, bo) = % ©

Comentario. En este ejercicio se supone, como queda implicito en el éadmda existencia del mi-
nimo absoluto que se pide calcular. Bajo este supuest@@hamiento anterior prueba que el minimo
absoluto se alcanza en el punto indicado.

También puede procederse en este ejercicio de una formaorméhdirecta que al mismo tiempo
prueba que el minimo calculado es absoluto. Para ello, stppgaez > 0,5 > 0y a®> + b2 < 1, basta
aplicar la desigualdad de las medias al produéte (1 — a® — h?). Tenemos que:

24 2 2 _p2
i/a2b2(l—a2—b2)$a +b +; a*—b Z%

y laigualdad se da si, y s6lo si, @ = b2 = 1 —a? — b2, lo que implica quéa, b) = (1/+/3,1//3).
Volvemos a obtener asi la misma solucién, pero ahora sabgueosl maximabsolutode la cantidad
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Y/a2b2(1 — a? — b?) y, por tanto, de la cantidac?»(1 — a® — b?) cuando(a, b) € Q se alcanza en el

punto(1/+/3,1/+/3).

También podemos simplificar un poquito los célculos del plEangente y los puntos de corte
observando que, a efectos de lo que se pide en el ejercicigudbconsiderar la esfera completa que
viene dada implicitamente por los puntos que verifican laldpdi(x, y, z) = x> + y? +z2—1 = 0.
Con ello se evita la presencia de la raiz cuadrada. El plargetde en un punt@u, b, ¢) de la esfera
viene dado por

(Vh(a.b,c)|(x —a,y —b.z—¢)) =((2a,2b,2¢)[(x —a.y —b,z —¢)) =0 <= ax+by+cz =1

Yy, supuesto que > 0,b > 0,¢ > 0, se vuelven a obtener los mismos puntos de cgitét, 0, 0),

(0,1/6,0)y (0,0,1/c) dondec = V1 —a? — b2,

Me llama la atencion en este ejercicio el trabajo que a musbasiesta calcular el plano tangente
y los errores de calculo en algo tan elemental.

Ejercicio 3. Clasifica los extremos relativos de la funcion
fx, ) =x 4+ —xp?—x+16
Solucion.Calculemos los puntos criticos. Tenemos que

Dy f(x,y) =3x2—y* =1, Dyf(x,y) =3p*—2xy = p(3y — 2x)

Por tanto
3x2—p2—-1=0 y=0=3x2-1=0=x==+1//3
32 —2xy = y(3y —2x) =0 y=2x/3=3x2-4x2/9—-1=0=x = £3/4/23

Obtenemos los puntos criticé® +1/+/3) y £(3/+/23,2/+/23). La matriz hesiana d¢ en un punto
(x, y) viene dada por:
6x -2y
H =
(x.) (—Zy 6y—2x)

Tenemos que

H(0,1/3/3) = % (_02 _62) H(0,—1/+/3) = % (g _26)

el determinante de estas matrices es negativo por lo quenfiafcuadratica correspondiente es indefi-
nida y los puntos critico, +1/+/3) son puntos de silla.

Tenemos que

18 —4 1 (-18 4
H(3/+/23,2//23) = ) H(—3/m,—1/3\/ﬁ)_ﬁ<4 _6)

1
E(—4 6

La forma cuadratica asociada a la maft£3/+/23, 2 /+/23) es definida positiva por lo que en el punto
(3/+/23,2/+/23) hay un minimo relativo estricto.
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La forma cuadrética asociada a la matfiz—3/+/23, —2/+/23) es definida negativa por lo que en
el punto(—3/+/23, —2/+/23) hay un méaximo relativo estricto.

Comentario. Este ejercicio es un regalito. Los errores que hay se debecigalmente a que no
simplificais.

X =)
1 + log(l + x2y?)
dada por el vector ortogonal (de norma 1) en el pyhtd) a la curva de nivel del campgf(x, y) =
x y3 + x3y que pasa por dicho punto.

Ejercicio 4. Calcula la derivada di(x, y) = en el puntq—1, —1) en la direccion

Solucién. Sabemos que el vector gradiente de un campo escalar en um gaipttogonal a la cur-
va de nivel que pasa por dicho punto. Tenemos Ju&(1,1) = (D f(1,1), D, f(1,1)) = (4,4).
Normalizando este vector obtenemos la direcgigh/2, 1/+/2).

La derivada del campo escalaren el punto(—1. — 1) en la direccién del vectofl /+/2, 1/+/2)
viene dada poth(—l, —1)|(l/ﬁ, l/ﬁ)>. Todo lo que hay que hacer es calcular el gradiente de
en(—1,—1). Ahora bien, coma(x, y) = —h(y, x) se verifica queD,h(x, y) = —D1h(y,x) Yy por
tantoD,h(—1,—1) = —D1h(—1,—1). Pongamos = D1h(—1,—1). Tenemos que:

<Vh(—1,—1)\(1/¢§, 1/ﬁ)> — ((a,—a)\(l/ﬁ, 1/ﬁ)> — 0.
©

Comentario. Este ejercicio es otro regalito, ni siquiera es preciso tsma&l trabajo de calcular
Dih(—1,-1).

Ejercicio 5. Seaf : Q — R un campo escalar de clagé. Supongamos qu® es un conjunto convexo
y queOe Q. Prueba que paratodo= (x, x2, ..., xn) € Q2 se verifica que:

J(x) = f(0)+ Xn:xj' fl Dj f(tx) dt
j=1 0
1. Solucién. Coma?2 es convexoy @& 2, dadox = (x,x2,...,X,) €
Q2 se verifica que el segmentf®, x] = {rx : 0 < ¢ < 1} esta con-
tenido en 2. Seay : [0, 1] — R” la curva dada por y(t) = tx.
Definamos/ : [0, 1] — R por h(z) = (f o y)(¢). Por la regla de
la cadena, tenemos que:

(1) = (VS O)|y' () = (VLX) |x) = > x; D f(tx)

j=1
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Como f es de clas&! la derivada dé: es continua. Por el teorema fundamental del Célculo integra
(o por laregla de Barrow) se tiene que:

1 n 1
SX) = £© =h(1)—h(0) = [ K@)d =Y x; [ D; fex)de
0 0

j=1

Comentario. Este ejercicio es otro regalito ¢, verdad?.
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